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1
Vorbemerkung
Die folgenden Ausfu¨hrungen sollen eine Verbindung zwischen Musik und Mathematik herstellen,
vermittelt durch die Frequenzen von To¨nen.
Die Entwicklungen fu¨hren zu dem Ziel dieser Ausarbeitung, der Frequenzanalyse von Audiosi-
gnalen unter Verwendung der Fouriertransformation.
Fu¨r das Versta¨ndnis der Zusammenha¨nge ist es nicht erforderlich, die Formelumstellungen im
Einzelnen nachzuvollziehen.
Zu den beigefu¨gten Musikbeispielen - vorwiegend aus dem “Messiah” von Georg Friedrich
Ha¨ndel - lassen sich durch Links die entsprechenden Videos herunterladen.
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1. Von To¨nen zu Frequenzen
Die verbreitete rechnerische Grundlage eines musikalischen Stimmungssystems basiert auf
sogenannten “gleichstufigen” oder “gleichtemperierten” Intervallen1. U¨blicherweise geht man hier-
zu vom Kammerton a’ (“eingestrichenes” a) mit 440 Hz aus. Diese Schreibweise ist fu¨r die folgende
Ausarbeitung weniger gut geeignet. Um eine systematische Nummerierung der To¨ne mit Bezug auf
beliebige Oktaven zu benutzen, soll fu¨r den Kammerton die Notierung a1 verwendet und andere
To¨ne entsprechend geschrieben werden.
Es ist bekannt, dass die na¨chstho¨here Oktav, das zweigestrichene a2, die doppelte Frequenz
na¨mlich 880 Hz hat. Weitere Oktaven ergeben sich entsprechend durch Verdopplung oder Hal-
bierung der Frequenzen. Anders als gebra¨uchliche Bezeichnungen (zum Beispiel “kleine Oktave”,
“große Oktave”) werden hier alle Oktaven zum Kammerton a durchgehend durch den Buchstaben
k gekennzeichnet mit der Schreibweise ak. Zum Ton a0 geho¨rt folglich die Frequenz 220 Hz und
zu a−1 die Frequenz 110 Hz.
Die 12 Halbto¨ne einer Oktav werden entsprechend der Tabelle 1 den Zahlen 1, 2, ... ,12 zuge-
ordnet und zwar hier einheitlich mit den erho¨hten Halbto¨nen :
c cis d dis e f fis g gis a ais h
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Tabelle 1: To¨ne und Tonnumern
Fu¨r die folgenden Entwicklungen ist es zweckma¨ßig, mit dem ersten Ton zur Oktav k = 0,
na¨mlich c0, zu beginnen. Die Frequenz hierzu wird durch das Symbol f0 festgelegt. Zu der Fre-
quenz2
f0 = 130.81 (1)
wird spa¨ter die U¨bereinstimmung mit der Frequenz des Kammertons a1 gezeigt.
Die Angabe der Frequenzeinheit Hz ist im weiteren entbehrlich, da sie in entsprechenden Zu-
sammenha¨ngen die einzig vorkommende Einheit zu Zahlenwerten ist.
Fu¨r die Frequenzen beliebiger Halbto¨ne der Oktav k und der Tonnumer n soll die Notierung
fk,n benutzt werden. Damit ko¨nnen zum Beispiel die Oktaven zu c0 (mit der Tonnumer n = 1)
nach der genannten Verdopplungsvorschrift durch die Potenzformel
fk,1 = f0 · 2k (2)
berechnet werden. Fu¨r c0 ergibt sich hieraus als Rechenbeispiel unter Anwendung der Potenzregel
s0 = 1 (zu einer beliebigen Basis s mit s 6= 0) in U¨bereinstimmung mit (1)
f0,1 = f0 · 20 = f0
Die durch die Potenzen in (2) erfassten Oktaven k lassen sich analog auf die Halbto¨ne einer
Oktav erweitern. Hierfu¨r wird zu dem Exponenten k in (2) der Summand (n – 1)/12 fu¨r den n-ten
1 vergl. Wikipedia “gleichstufige Stimmung”; in diesem Beitrag wird auch auf die Bedeutung von Andreas Wer-
ckmeister (1645 - 1706) und den von ihm eingefu¨hrten Begriff der “wohltemperierten Stimmung” hingewiesen,
vero¨ffentlicht 1707.
2 Im Hinblick auf Dezimalbru¨che in automatisch erstellten Tabellen dieser Ausarbeitung werden Dezimalzahlen
hier in der angelsa¨chsischen Dezimalpunktnotierung wiedergegeben.
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Ton innerhalb der Oktav addiert. Daraus resultiert (unter Anwendung der Potenzregel sr+t = sr ·st
sowie der Wurzelschreibweise fu¨r gebrochene Exponenten)
fk,n = f0 · 2k+(n−1)/12 = f0 · 2k · 12
√
2n−1 (3)
Auch hier ergibt natu¨rlich der Fall des Tons c0 mit k = 0 und n = 1 die U¨bereinstimmung
f0,1 = f0
Ein weiteres Beispiel zur Formelauswertung la¨sst sich mit n = 12 in (3) durchfu¨hren, da sich
nach 12 Schritten von der Tonnummer n aus derselben Ton in der na¨chstho¨heren Oktav ergibt.
Das fu¨hrt (mit s1 = s) auf:
fk,n+12 = f0 · 2k+(n+12−1)/12 = f0 · 2k+(n−1)/12+1 = 2 · f0 · 2k+(n−1)/12 = fk+1,n
Unter Anwendung von (3) wurden die in der Tabelle 2 wiedergegebenen Frequenzen zu den
To¨nen der Oktav k = 0 berechnet. Die dritte Zeile der Tabelle entha¨lt die Zahlenwerte der Potenzen
zur Basis 2 in (3) (gelegentlich auch als Frequenzfaktoren bezeichnet). Diese werden weiter unten
benutzt.
1 2 3 4 5 6
130.81 138.59 146.83 155.56 164.81 174.61
1.000 1.059 1.122 1.189 1.260 1.335
7 8 9 10 11 12
185.00 196.00 207.65 220.00 233.08 246.94
1.414 1.498 1.587 1.682 1.782 1.888
Tabelle 2: Tonnummern, Frequenzen, Potenzfaktoren zur Oktav k = 0
Es ist noch die Kontrolle zu dem Kammerton a1 (Tonnummer n = 10) in Verbindung mit der
Festlegung (1) durchzufu¨hren. Mit (3) wird hier (nach Runden)
f1,10 = f0 · 21+9/12 = f0 · 21.75 = 440
Ersetzt man den Exponenten in (3) durch die Variable x, dann erha¨lt man eine von x abha¨ngige
Potenzfunktion:
y
f(x)
}
= f0 · 2x (4)
Die graphische Darstellung dieser Funktion ist in der Abbildung 1 wiedergegeben.
Durch die Gleichsetzung der Exponenten in (3) und (4), x = k+ (n−1)/12, ergibt sich die Ska-
lenteilung der horizontalen Achse oder “Abszisse” in der Graphik. Zwischen den Oktavnummern
0, 1, 2 befinden sich die jeweils 12 Halbtonunterteilungen entsprechend der Tabelle 1. Der linke
Endpunkt des Funktionsgraphen geho¨rt zu dem Ton c0 mit der Frequenz f0,1 = f0, die man auf der
vertikalen Achse oder “Ordinate” ablesen kann. Die rechte Begrenzung fu¨hrt mit dem Ton c2 auf
die Frequenz f2,1 = f0 · 22 = 523.24 (Anwendung von (2)). Zu den To¨nen a0 und a1 (Tonnummern
n = 10) lassen sich angena¨hert die Frequenz 220 und 440 ablesen.
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Abbildung 1: Frequenzen zu Oktaven und Tonnummern
Aus dieser Graphik wird deutlich, dass auch die x-Werte zwischen den Skalenteilungen der Ab-
szisse einer Interpretation bedu¨rfen. Das ist unter anderem Gegenstand des na¨chsten Abschnitts.
Weiterhin bleibt noch zu erwa¨hnen, dass sich mit Potenzen wie in (3) beliebige Intervalle bilden
lassen. So entstehen zum Beispiel mit den folgenden Gleichungen (5) die Quarte (fu¨nf Halbton-
schritte) beziehungsweise die Quinte (sieben Halbtonschritte) zum Ton mit der Frequenz f . Beide
Potenzen zusammen ergeben die Oktav 2f wie in (6).
fQuarte = f · 25/12, fQuinte = f · 27/12 = f · 1.4983071... ≈ 1.5f (5)
fOktav = f · 25/12 · 27/12 = f · 212/12 = 2f (6)
Fu¨r die Quinte wurde in (5) als Na¨herung der Frequenzfaktor 1.5 anstelle des Wertes 1.498 aus
Tabelle 2 Ton 8 eingesetzt. Im Vorgriff auf den im na¨chsten Abschnitt vorgestellten Centbegriff
la¨sst sich zeigen, dass die Na¨herung von 1.498 durch 1.5 auf eine Frequenzdifferenz von 2 Cent fu¨hrt
und somit im Allgemeinen vernachla¨ssigt werden kann. Zum Ton a0 mit der Frequenz f0,10 = 220
ergibt sich zum Beispiel fu¨r die Quinte e1 mit dem Frequenzfaktor 1.5 die Frequenz 330 anstelle
von 329.62 = 2 · 164.81 nach Tabelle 2.
Abschließend wird noch der Begriff “Viertelton” vorgestellt. Der um einen Viertelton ho¨here
Ton als der zu der Frequenz fk,n wird unter Verwendung der Gleichung (3) gebildet. Es ist in
einem gleichtemperierten Stimmungssystems zwangsla¨ufig, hierzu die Klammer im Exponenten
von (3) durch (n + 1/2 - 1) zu ersetzen. Das fu¨hrt mit (3) auf die Frequenz
f = f0 · 2k+(n+1/2−1)/12 = f0 · 2k+(n−1)/12 · 2(1/2)·(1/12) = fk,n · 21/24 (7)
Eine weitere Multiplikation mit dem Vierteltonfaktor liefert dann
fk,n · 21/24 · 21/24 = fk,n · 22/24 = fk,n · 21/12 = f0 · 2k+(n+1−1)/12 = fk,n+1
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Das ist also der auf dem Ton zur Frequenz fk,n folgende Halbton. Der Viertelton nach (7) liegt
somit rechnerisch genau in der Mitte zwischen den To¨nen zu fk,n und fk,n+1.
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2. Von Frequenzen zu To¨nen
Lo¨st man die Funktionsgleichung in (4) nach x auf und ersetzt y durch die Frequenz f , dann
erha¨lt man die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion in (4) durch die Logarithmusfunktion
und zwar den Logarithmus zur Basis 2:
x = log2
(
f
f0
)
=
log(f/f0)
log 2
(8)
Die zweite Formel kann benutzt werden, um mit einem Taschenrechner unter Verwendung der
log-Taste den Wert x zu berechnen.
Beispiel 1 Zuna¨chst wird die Frequenz zu dem Ton mit der Oktav k = 2 und der Tonnummer
n = 4, das ist also nach der vereinbarten Notierung der Ton dis2, mit (3) berechnet:
f2,4 = f0 · 22+(4−1)/12 = f0 · 22.25 = 622.24 (9)
Durch die Oktavierung dieser Frequenz mit der Division 622.24/4 = 155.56 besta¨tigt sich die
Frequenz zu dem Ton dis0 in der Tabelle 2.
Umgekehrt fu¨hrt diese Frequenz f2,4 unter Verwendung des letzten Produktes in (9) mit (8)
(unter Benutzung des Folgerungspfeils ⇒) zuru¨ck auf
x = 2.25 = 2 + 0.25 ⇒ k = 2 und 0.25 · 12 + 1 = 4 ⇒ n = 4
Hier entspricht die Multiplikation der Nachkommazahl 0.25 mit 12 und die Addition einer 1 der
Fortsetzung des Umkehrvorgangs zu (3) mit Bezug auf den Exponenten.
Es soll nun die Berechnung von To¨nen zu beliebigen Frequenzen entwickelt werden. Hierbei
kommt die Funktion “floor” zur Anwendung, die in den ga¨ngigen Programmiersprachen verfu¨gbar
ist. Hierzu geho¨rt auch die Sprache “Octave”, mit der die Berechnungen zu dieser Ausarbeitung
durchgefu¨hrt wurden. In der Form y = floor(x) wird die Zahl x auf die na¨chstniedrige ganze Zahl
abgerundet. Beispiele: floor(1.7) = 1, floor(-1) = -1 und floor(-1.7) = -2.
Die Schritte der Berechnungsoperationen werden im Folgenden erkla¨rt. Hierbei wird der Begriff
des (musikalischen) “Cent” eingefu¨hrt. Dazu wird ein Intervall I = [fk,n , fk,n+1) verwendet,
begrenzt durch die Frequenzen zu zwei benachbarten To¨nen. Das Intervall I wird logarithmisch
in 100 Cent-Teile zerlegt. Dieser Vorgang ist in der zweiten und den weiteren Zeilen des folgenden
Schemas enthalten.
Anschaulich kann man sich die hochauflo¨sende Skalierung des Centmaßes an der Abszisse der
Graphik in Abbildung 1 Seite 5 verdeutlichen. Hierdurch wird das Intervall zwischen zwei aufein-
ander folgenden To¨nen in 100 Teilintervalle zerlegt.
Beispiel 2 Es wird die Frequenz f = 761 gewa¨hlt. Unter Verwendung der Hilfsvariablenfh und
h1, h2, h3 ergibt sich:
fh = 761 ·21/24 = 783.3
x = log2(fh/f0) = 2.582 ⇒ k = floor(x) = 2
h1=(x - k) · 12 = 6.985 ⇒ h2 = floor(h1) = 6 ⇒ n = h2 + 1 = 7
h3 = (h1 - h2) · 100 = 98.5 ⇒ Cent = round(h3 − 50)= round(48.5) = 49

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Damit erha¨lt man k = 2 und n = 7. Die Frequenz des zu f benachbarten Ton fis2 ist f2,7 =
22 · 185.00 = 740.00 (vergl. Tabelle 2). Die Abweichung zwischen f = 761 und f2,7 wird nach
dem Berechnungsschema mit 49 Cent ausgewiesen. Hiernach liegt diese Frequenz f na¨her an der
Frequenz zu dem Ton fis2 als an der zu g2. Der Abstand zu g2 betra¨gt zwangsla¨ufig 51 Cent.
Die Verwendung der Funktion floor in dem Schema ist vorteilhafter als die zuna¨chst naheliegende
Benutzung der Rundungsfunktion. Bei round wird man jeweils in der zweiten und in der dritten
Zeile auf etwas verwirrende Fallunterscheidungen gefu¨hrt. Die Multiplikation in der ersten Zeile
mit dem Vierteltonfaktor (vergl. Seite 5) ist Teil des Berechnungsverfahrens mit floor. Dieser
Faktor wird am Ende durch die Subtraktion von 50 bei dem Centwert wieder ausgeglichen.
Beispiel 3 f = 128:
fh = 128 ·21/24 = 131.75
x = log2(f/f0) = 0.010307 ⇒ fk = floor(x) = 0
h1=(x - k) · 12 =0.12368 ⇒ h2 = floor(h1) = 0 ⇒ n = h2 + 1 = 1
h3 =(h1 - h2) · 100 = 12.37 ⇒ Cent = round(−37.63) = −38

Der na¨chstgelegene Ton ist also c0, und der Unterschied zwischen f = 128 und f0 in (1) betra¨gt
−38 Cent.
Die3 Differenz der linken Klammer in der vierten Zeile des Schemas, h3 = (h1 − h2) · 100 =
(h1−floor(h1)) ·100, kann minimal den Wert 0 und maximal 99.99 annehmen. Zusammen mit der
Subtraktion von 50 in der letzten Zeile ergibt sich nach diesem Berechnungsschema die Begrenzung
−50 ≤ Cent < 50.
Bei den Ergebnissen der Umrechnung von beliebigen Frequenzen in Oktav- und Tonzahlen nach
dem vorgestellten Schema la¨sst sich also fu¨r die maximale Abweichung der Centwerte festhalten
−50 ≤ Cent < 50
Zu Kontrollrechnungen kann die Frequenzformel (3) erweitert werden auf die Einbeziehung von
Centwerten:
fk,n,Cent = f0 · 2k+(n−1+Cent/100)/12 (10)
Diese Formel liefert fu¨r die Werte des Beispiels 3 (k = 0, n =1, Cent = -37.63) wieder die
Frequenz f = 128.
3 Die in Kursivschrift wiedergegebenen Textteile sind fu¨r das Gesamtversta¨ndnis entbehrlich.
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3. Frequenzanalyse
Musik wird heute fast ausschließlich in digitalisierter Form gespeichert und zur Ho¨rwiedergabe
verwendet. Ein charakteristisches Beispiel hierfu¨r ist die CD. Eine solche Datensammlung ei-
nes Audiosignals, das man auch Sample nennt, entha¨lt die abgetasteten Zahlenwerte des ur-
spru¨nglichen analogen Signals.
Fu¨r die Bearbeitung solcher digitalen Audiosamples in Computerprogrammen ist das Format
der wav-Datei die geeignete Form. CD-Samples lassen sich beispielsweise durch das Programm
“Audiograbber” in wav-Dateien u¨berfu¨hren.
3.1. Fouriertransformation
Eine vorrangige Mo¨glichkeit der Untersuchung von Audiosamples ist die Frequenzanalyse. Da-
mit la¨sst sich ein Audiosignal in die in ihm enthaltenen Frequenzkomponenten zerlegen. Die hierbei
angewandte Methode ist die “diskrete Fouriertransformation”, kurz DFT (zu den Transformati-
onsformeln vergl. Internet unter “DFT”). Daraus wurde ein beschleunigtes Verfahren entwickelt,
die sogenannte “fast fourier transformation” (FFT). Diese fu¨hrt die Transformation auch bei
gro¨ßerem Datenumfang auf einem PC in kaum wahrnehmbarer Zeit aus.
Solche Berechnungen ko¨nnen beispielsweise mit dem kostenlosen und benutzerfreundlichen Pro-
grammiersystems Oktave durchgefu¨hrt werden. Mit diesem Programmpaket ist es mo¨glich, wav-
Dateien als gewo¨hnliche Arrays zu verarbeiten, und die FFT ist als Unterprogramm verfu¨gbar.
Es wird davon ausgegangen, dass als Abtastresultat ein digitales Monosignal mit N Zahlen-
werten vorliegt. Zur Veinfachung wird N als geradzahlig vorausgesetzt und hieraus n = N/2
gebildet. Speziell fu¨r einen Audioausschnitt mit einer Dauer von 1 Sekunde wird der Wert von
N “Abtastrate” oder “Samplerate” genannt und mit sr bezeichnet. Fu¨r die CD ist der Normwert
sr = 44100.
Das Ergebnis der FFT ist eine Folge von ebenfalls N Zahlen, die als Fourierkoeffizienten be-
zeichnet werden und hier durch die Variablen uk dargestellt werden sollen
4. Als Indizes wa¨hlt man
u¨blicherweise die Zahlen k = 0, 1, 2, ... , N − 1.
Die Werte der uk sind in der Regel komplexe Zahlen. Es la¨sst sich zeigen, dass die erste Ha¨lfte
der Fourierkoeffizienten mit der zweiten insofern u¨bereinstimmt, als jeweils entsprechende Zahlen
zueinander konjugiert komplex5 sind, pra¨ziser:
un− k = un+ k, k = 0, 1, 2, ... , n− 1 (11)
Aus diesen Koeffizienten lassen sich die Amplituden zu den Frequenzen durch die Betragswerte
vk = |uk| = abs(uk) berechnen.
Fu¨r die Frequenzanalyse interessieren vorrangig die positiven Amplituden vk zu den Frequenzen
des Signals. Fu¨r diese Amplitudenwerte gilt (wegen (11))
vn− k = vn+ k, k = 0, 1, 2, ... , n− 1 (12)
Hiernach werden fu¨r die Auswertung der Fouriertransformation nur die vk, k = 0, 1, 2, ... , n,
verwendet. Speziell aus der Variablen vn lassen sich keine Folgerungen ziehen, und v0 entha¨lt
4 Mit der “inversen Fouriertransformation” lassen sich die urspru¨nglichen Abtastwerte exakt zuru¨ckgewinnen.
Zumeist werden allerdings zuvor durch Manipulation der uk-Werte gezielt Klangeffekte erreicht, beispielsweise
Tiefpassfilter.
5 Zur komplexen Zahl z = a + b i mit der imagina¨ren Einheit i lautet die konjugiert komplexe Zahl: z = a − b i.
Zwischen diesen beiden besteht die Beziehung |z| = |z|.
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die Summe aller Werte des Audiosamples, die fu¨r die Untersuchung des Samples in der Regel
bedeutungslos ist. Ha¨ufig wird daher v0 = 0 gesetzt, wie es auch in den folgenden Beispielen
geschieht. Fu¨r die praktische Arbeit mit der Frequenzanalyse kommen daher im Weiteren nur die
Werte vk mit den Indizes k = 1, 2, ...n− 1 zur Anwendung.
Beispiel 4 Es werden zwei zeitabha¨ngige Sinusschwingungen mit den Frequenzen ν1 = 2 Hz und
ν2 = 3 Hz sowie unterschiedlichen Koeffizienten additiv u¨berlagert (der griechische Buchstabe ν,
gesprochen nu¨, wird ha¨ufig in physikalischen Formeln fu¨r die Frequenz verwendet). Die Funktion
der additiven U¨berlagerung lautet6:
g(t) = v1 · sin(2pi ν1t) + v2 · sin(2pi ν2t) (13)
In den Funktionsgraphen der Abbildung 2 ist ein Ausschnitt von 1 Sekunde zu dieser Funkti-
on wiedergegeben. Der erste Summand der Funktion ist durch die Farbe rot (mit ν1 = 2 Peri-
oden/Sekunde und v1 = 5), der zweite Summand durch gru¨n (mit ν2 = 3 Perioden/Sekunde und
v2 = 2.5). Die Summenfunktion g(t) ist in blau dargestellt. Zusa¨tzlich ist eine (gleichabsta¨ndige)
Abtastung der Funktion mit sr = 16 eingezeichnet.
Abbildung 2: Summenfunktion zweier Sinusfunktionenen
Die Faktoren bei den Sinusfunktionen bestimmen die Lautsta¨rke, mit der die Schwingung der
entsprechenden Frequenz am gesamten Audiosignal beteiligt ist. Mit Frequenzen von 2 Hz bzw.
3 Hz geho¨rt dieses Signal zu g(t) natu¨rlich zum tiefen Infraschallbereich.
Die Werte vk der 16 Fourierkoeffizienten zu diesem Sample sind in der folgenden Abbildung 3
dargestellt. Hier ist anschaulich die charakteristische Eigenschaft der vk-Werte erkennbar na¨mlich
die Symmetrie der vk, die als Formel in den Gleichungen (12) ausgedru¨ckt ist. Diese Symmetrie
ist bezogen auf die Stelle zu dem Wert n = N/2 (hier fu¨r n = 8). Somit ergibt sich die u¨bliche
Darstellung des Amplitudenspektrums einer Frequenzanalyse, wie sie mit Bezug auf das Beispiel
4 in der Abbildung 4 durch Halbierung des Graphen zur Abbildung 3 wiedergegeben ist.
6 Die Formulierung des Argumentes 2piνt in der Summandenfunktion sin(2piνt) bewirkt, dass gerade ν Perioden
in der Zeitspanne von 1 Sekunde auftreten.
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Abbildung 3: Frequenzzerlegung der Summenfunktion
Abbildung 4: relevante Frequenzen
Hinweise 1:
1. Fu¨r ein Audiosample mit der Dauer von 1 Sekunde (wie in Beispiel 4 mit den Abbildungen 2
bis 4) besteht allgemein der Zusammenhang, dass die in dem Sample enthaltene Komponente zu
der Frequenz ν identisch ist mit dem Index k der Amplitude vk: ν = k.
2. Zu den in der fogenden Abbildung 4 dargestellten Fourierkoeffizienten der Funktion g(t) mit
der zugeho¨rigen Abbildung 2 ist noch anzumerken: Die Amplitudenwerte gro¨ßer als Null aus der
Frequenzanalyse ergeben sich in dieser Form prinzipiell nur dann, wenn die zugeho¨rigen Frequenz-
komponenten in dem Audiosample exakt mit einer ganzzahligen Anzahl von Perioden enthalten
sind. Das wird in dem Beispiel 4 grundlegend deutlich. Als Gegenbeispiel zeigen die graphischen
Darstellungen der folgenden Abbildung 5 die Ergebnisse der Frequenzanalyse zur Frequenz ν = 2.5.
Die Summe der Amplitudenwerte (rechte Abbildung) ist dann gleich der Amplitude der Sinus-
schwingung (linke Abbildung, hier = 1). Solche Effekte haben allerdings in u¨blichen Audiodateien
nur geringe Bedeutung.
Die in (13) durch Sinusfunktionen eingefu¨hrten Frequenzkomponenten sollen durch Kosinus-
terme erweitert werden. Außerdem werden die komplexen Fourierkoeffizienten uk zerlegt in den
Realteil mit der Variablen rk und dem Imagina¨rteil mit sk, das heißt
uk = rk + i · sk
Innerhalb des gesamten Audiosignals lautet dann die reellwertige Frequenzkomponente zu der
Frequenz ν = k :
gk(t) = rk · cos(2pikt) + sk · sin(2pikt), k = 1, 2, ... , n− 1 (14)
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Abbildung 5: nicht ganzzahlige Periode in einem Sample
Umgekehrt liefert die Summe aller zeitabha¨ngigen Frequenzkomponenten in (14) als Ergebnis ein
analoges Klangereignis zu dem abgetasteten Audiosignal.
Hinweise 2:
1. Die graphische Darstellung des Wellenverlaufs eines Audiosamples liefert in der Regel wenig
Informationen. Im ausgewa¨hlten Falle eines einzelnen Tones mit der Frequenz ν1 wie in dem
ersten Summand zur Funktion (13) mit der Abbildung 2 Seite 10 kommt man zu einem einfachen
und u¨berschaubaren Wellenverlauf. Wenn bei demselben Zeitausschnitt die zugeho¨rigen Oktaven
dargestellt werden sollen mit den Frequenzen ν1 · 2k, dann ist wegen der exponentiellen Zunahme
der Frequenzen nach wenigen Oktaven nur noch eine ausgefu¨llt Fla¨che zu sehen.
Hier kommen die besonderen Mo¨glichkeiten der Fouriertransformation mit der graphischen Fre-
quenzdarstellung und den Amplituden daru¨ber zum Tragen, wie sie in den Abbildungen 3 und 4
auf Seite 11 fu¨r den einfachen Fall der Funktion (13) vorgestellt sind. Die Skalenteilungen der
Abszisse zu den Frequenzen lassen sich allgemein flexibel an das jeweilige Audiosample anpassen.
Beispiele hierzu finden sich in den Frequenzanalysen des na¨chsten Abschnitts.
2. Der Algorithmus der Fouriertransformation zur Frequenzanalyse la¨sst sich als eine mathemati-
sche Entsprechung des Ho¨rvorgangs im Ohr interpretieren. Im Innenohr befinden sich weit u¨ber
10000 Haarzellen unterschiedlicher La¨nge7. Jedes einzelne Haar besitzt eine von der Haarla¨nge
abha¨ngige Resonanzfrequenz. Ist diese Frequenz in einer eintreffenden Schallwelle enthalten, dann
resultiert daraus eine Resonanzschwingung dieses Haares. Der Vorgang wird dadurch an entspre-
chende Neuronen des Gehirns weitergeleitet.
Bei der Fouriertransformation kommen diese Resonanzfrequenzen in den Amplitudengro¨ßen der
Fourierkoeffizienten zum Ausdruck. Die folgenden Abbildungen bieten hierzu Beispiele.
3. Im Weiteren wird fu¨r die Frequenz wieder der Buchstabe f verwendet. Der Buchstabe ν kommt
vorwiegend in Verbindung mit sin- und cos-Ausdru¨cken - wie in diesem Abschnitt - vor.
3.2. Berechnungsergebnisse zu Frequenzanalysen
Es werden verschiedene Beispiele zu Kla¨ngen mit Oberto¨nen vorgestellt. Durch Instrumente
oder vokal erzeugte To¨ne enthalten durchweg zusa¨tzlich zu dem ho¨rbaren Ton einer bestimmten
Frequenz auch Unter- und Oberschwingungen. Diese ko¨nnen als halbe sowie als doppelte, dreifache
7 vergl. im Internet “Anzahl Haarzellen im Innenohr”
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und mehrfache Frequenz der Hauptfrequenz vorkommen und zwar mit geringeren Amplituden.
als die des ho¨rbaren Tons (vergl. die folgenden graphischen Darstellungen als Ergebnisse der
Frequenzanalysen).
Die relativen Amplitudenho¨hen der Unter- und Oberto¨ne (man nennt sie “Formanten”, vergl.
Wikipedia) bestimmen maßgeblich die Klangfarbe einer Stimme oder eines Musikinstrumentes.
Beispiel 5 Der folgenden Abbildung 6 liegt aus dem Oratorium “Messiah” von Georg Friedrich
Ha¨ndel die Alt-Arie Nummer 21 “He was despised” zugrunde. Es handelt sich um eine Aufnahme
aus Spanien mit dem Chor und Orchester “Ad Libitum” unter der Leitung von Francesc Gamon.
Fu¨r die Frequenzanalyse wurde ein Sample zu Takt 35, Ton g1, mit einer Sampledauer = 1/2
Sekunde gewa¨hlt (vergl. die Noten in Abbildung 6).
Das Notenblatt zu dem Ausschnitt in Abbildung 6 findet sich auf Seite 28. Hier la¨sst sich u¨ber
einen Link das Video aus YouTube aufrufen. Der bei der vorliegenden Frequenzanalyse gewa¨hlte
Ausschnitt ist nach 3 Minuten, 17 Sekunden zu ho¨ren. Entsprechendes trifft auch fu¨r die weiteren
Notenbeispiele zu den Abbildungen 7, 11 und 15 zu.
Abbildung 6: Messiah: “He was despised”
Durch das Vibrato der Altstimme werden zusa¨tzlich benachbarte Frequenzen zu dem Grundton
und seinen Oberto¨nen ausgewiesen.
Die Wellenform der Graphik unten links in der Abbildung 6 stellt einen Ausschnitt aus dem
Audiosample mit 565 Abtastwerten dar. Der ho¨rbare Ton zu der Frequenz g1 = 392 aus der
Tabelle dieser Abbildung fu¨hrt mit der Abtastrate auf (gerundet) sr/g1 = 113 Abtastungen pro
Periode der Wellenform. Damit ergibt sich fu¨r die fu¨nf dargestellten Perioden in der Abbildung
die U¨bereinstimmung durch 5 · 113 = 565 Abtastungen.
Beispiel 6 Fu¨r die Abbildung 7 wird aus Messiah die Tenor-Arie Nummer 1, “Comfort ye”,
verwendet, Takt 8 Fermatenton e2, Sampledauer = 1 Sekunde Der Audioausschnitt entstammt
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dem entsprechenden Video mit “Ad Libitum” (vergl. das Notenblatt Seite 29, Audiosamle 43
Sekunden nach Start). Die deutlich ausgepra¨gten Frequenzstreuungen bei den Amplitudenmaxima
in der Abbildung 7 gehen auf das Vibrato des Solisten zuru¨ck. Der Vergleich dieser Abbildung mit
dem vorigen Beispiel zeigt, dass hier ein Frequenzspektrum mit Unterton und einer vielfa¨ltgen
Obertonreihe vorliegt.
Abbildung 7: Messiah: “Comfort ye”
In der folgenden Abbildung 8 geht es um eine ho¨here Auflo¨sung des Vibratoverlaufs. Aus dem
Sample der Abbildung 7 (Samplela¨nge = 44100) wurden 40 aufeinander folgende a¨quidistante
Teilausschnitte der La¨nge 2205 (Dauer 1/20 Sekunde) herausgenommen. Die zu diesen Untersamp-
les geho¨renden Frequenzanalysen sind durch das in Anhang 1 beschriebene Interpolationverfahren
auf eine Frequenzgenauigkeit von 0.1 Hz pra¨zisiert worden. Die Ergebnisse sind in den beiden
oberen Graphiken der Abbildung 8 wiedergegeben.
An der Ordinate der beiden linken Graphiken in dieser Abbildung ist beispielsweise zu erkennen,
dass die Frequenzbreite des Vibratos etwa 40 Hz betra¨gt; das ist in diesem Oktavbereich ungefa¨hr
plus/minus ein Viertelton. Die Vibratofrequenz selbst la¨sst sich mit etwa 8 Hz 8 ablesen (8 Perioden
der Frequenzschwankungen in 1 Sekunde, vergl. Graphik oben links zur Abbildung 8).
8 vergl. hierzu den Wikipedia-Eintrag “Vibrato”
14
Nebenstehende Graphik: Frequenzergeb-
nisse der Frequenzanalysen zu der daru¨ber
liegenden Abbildung bei einem Wert des
Erweiterungsfaktors = 1. In Anhang 1 wer-
den die hier auftretenden Frequenzspru¨nge
von 20 Hz erkla¨rt.
Abbildung 8: “Comfort ye” oben: Vibrato-Verlauf, links: Frequenzen, rechts: Amplituden
Beispiel 7 Ein klassisches Gegenbeispiel zu einem Klang mit Oberto¨nen liefert die Stimmgabel,
die eine reine Sinusschwingung der Frequenz f = 440 Hz erzeugt, wie die Abbildung 9 Stimmgabel
mit den Tabellenwerten zeigt9.
Die Resultate der Berechnungen zur Stimmgabel sind u¨brigens als Kalibrierung der diffizilen
Programmierung einer Frequenzanalyse geeignet.
Abbildung 9: Frequenzanalyse Stimmgabel
Bei diesem Beispiel und in vergleichbaren Fa¨llen ist die La¨nge des Samples zu beachten. Hier
wurde N = 11025 = sr/4 gewa¨hlt. Davon abweichende Zahlenwerte fu¨hren in der Regel zu Fre-
quenzresultaten, die von 440 abweichen ko¨nnen. So ergibt ein Audiosample zu einem Ton mit 440
9 Audio Datei zur Frequenzanalyse: Auschnitt aus https://www.youtube.com/watch?v=BtYsR9Pe0Yk
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Hz und einer Samplela¨nge von N = 11075 das Berechnungsergebnis der Frequenzanalyse 438. -
Mit der in Anhang 1 vorgestellten Formel la¨sst sich dieser Zusammenhang rechnerisch belegen.
Hinweise 3:
1.) Vera¨ndert sich das Audiosignal innerhalb des untersuchten Samples (Beispiel: Koloratur-
Ausschnitt), dann liefert das Ergebnis der Fourieranalyse sa¨mtliche Frequenzen aller auftretenden
Kla¨nge wie in Beispiel 6, Abbildung 7. In Abha¨ngigkeit von dem jeweiligen Audiosignal kann es
zweckma¨ßig sein, Ausschnitte mit einer Dauer von etwa 1/4 Sekunde oder ku¨rzer zu wa¨hlen. In
den weiteren Beispielen sind nur solche mit konstantem Klang aufgenommen.
2.) Die graphischen Darstellungen von Frequenzanalysen sind in der Regel “normiert” wie in
den bisherigen Abbildungen 6, 7 und 9 dargestellt. Das bedeutet, dass sa¨mtliche Amplituden
der jeweiligen Abbildungen mit demselben Faktor so multipliziert werden, dass die maximale
Amplitude den Wert 1 erha¨lt10. Dadurch lassen sich bei Bedarf Berechnungsergebnisse miteinander
vergleichen.
Die Audiobeispiele der folgenden Seite mit den Frequenzspektren diverser Musikinstrumente
stammen aus YouTube. Hier befindet sich u¨ber dem jeweiligen Instrumentennamen ein Link zu
dem entsprechenden Video. Die Zeitangabe in der Klammer nach dem Namen gibt den Start
des Samples innerhalb des Videos an, zu dem der solistische Instrumententon zu ho¨ren ist. Die
Tonho¨he ist in der Tabelle durch die maximale Amplitude 1 erkennbar; die Sampledauer betra¨gt
jeweils 0.3 beziwhungsweise 0.4 Sekunden.
Bei dem ersten Beispiel handelt es sich um eine Monoaufnahme mit Sviatoslav Richter: Pra¨ludium
und Fuge cis-moll aus dem “Wohltemperierten Klavier”, BWV 849. Die Frequenzanalyse bezieht
sich auf den erste Ton der Fuge.
10 Berechnung in zwei Schritten
vmax = max(vk), k = 1, 2, ... , n− 1
vk,neu = vk · 1
vmax
, k = 1, 2, ... , n− 1
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Abbildung 10: Frequenzanalysen
www.youtube.com/watch?v=ugSXVymv6b8 www.youtube.com/watch?v=E-pIudhSCSg
Klavier (nach 3.14 Min.) Oboe (nach 0.23 Min.)
www.youtube.com/watch?v=ZUZYoVw7moc www.youtube.com/watch?v=1zgDS6SgK9s
Trompete (nach 6.33 Min.) Posaune (nach 0.35 Min.)
www.youtube.com/watch?v=3VOkrddp6M8 www.youtube.com/watch?v=lNuJVfe-t3o
Violine (nach 3.35 Min.) Horn (nach 6.14 Min.)
Bemerkenswert ist das vielfa¨ltige Frequenzspektrum der Posaune.
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3.3. Frequenzstreuung
Die graphischen Darstellungen der Frequenzanalysen in den Abbildungen 6 (Seite 13), 9 (Sei-
te 15) und 10 (Seite 17) weisen durchgehend eine Frequenzstreuung um die Frequenzen mit den
großen Amplituden auf. Diese Streuungen sind dem Erscheinungsbild nach von anderer Art als
die der Abbildung 7 (Seite 14) zu einem Vibrato. Die Form der Amplitudenverla¨ufe zu den ein-
gangs genannten Abbildungen in der Umgebung der Maxima la¨sst mit ihrer Anna¨herung an eine
Gaußsche Glockenkurve auf stochastische Ursachen schließen. Somit bietet sich als Maßzahl zur
Charakterisierung dieser Streuungen die Standardabweichung11 an. In die Berechnungen dieser
Maßzahl gehen jeweils die Amplitudenwerte der Umgebungen zu den Amplitudenmaxima ein12.
Fu¨r die Abbildung 11 kam aus Messiah die Nummer 44 “Since by man came death” zur An-
wendung. Im ersten Beispiel sind die Ergebnisse eines Laienchors wiedergegeben13. Fu¨r das zweite
und dritte Beispiel wurden nacheinander einsetzend Orchester und Chor von“Ad Libitum” gewa¨hlt
entsprechend den Noten in Abbildung 11. Auf Seite 30 befindet sich das Notenbild zu den ersten
sechs Takten dieser Nummer mit einem Link zum Video in Youtube.
Abbildung 11: Instrumental- und Chor-Samples
11 Die Standardabweichung wird durch die Wurzel aus der Varianz s2 nach der u¨blichen Formel berechnet (vergl.
zum Beispiel http://www.frustfrei-lernen.de/mathematik/varianz-berechnen.html).
12 Pra¨ziser ausgedru¨ckt wird ein Frequenzintervall ausgewa¨hlt, das durch drei Halbto¨ne tiefer beziehungsweise ho¨her
als die Frequenz mit der maximalen Amplitude begrenzt ist. Diese Zahl hat sich aus zahlreichen Beispielrech-
nungen ergeben. Ziel war es, die sichtbaren Unterschiede in den graphischen Darstellungen der Audiobeispiele
durch die Ergebnisse der entsprechenden Standardabweichung auszudru¨cken.
13 https://www.youtube.com/watch?v=lrxDODZgT3w (Choir GRII Melbourne)
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Die Mittelwerte der Standardabweichungen geben in der Abbildung von oben nach unten deut-
lich die abnehmende Tendenz wieder, die in den graphischen Darstellungen erkennbar und von
den jeweiligen Klangko¨rpern zu erwartern ist.
Die drei Audiobeispiele haben eine Sampledauer von 1/2 Sekunde.
Ein interessantes Instrumentenbeispiel bezu¨glich der Frequenzanalyse ist die Glasharmonika. In
der Abbildung 12 finden sich zu dem Grundton d1 die Oberto¨ne mit der doppelten und der dreifa-
chen Frequenz14. Der Wellenverlauf des Audiosignals hierzu weist fu¨nf Perioden mit erkennbaren
Oberschwingungen auf. Wie bei der Berechnung auf Seite 13 ergibt sich hier fu¨r die fu¨nf Perioden
ein Samplela¨nge von sr/f · 5 = 750, die dem Audioausschnitt zugrunde liegt. In der Abbildung 13
werden zu dem Ton d2 keine Oberto¨ne ausgewiesen.
Abbildung 12: Glasharmonika, Tonlage tief
Abbildung 13: Glasharmonika, Tonlage hoch
Bei der Glasharmonika (Beispiel einer Abbildung hierzu unter “Glasharmonika” im Internet)
werden die To¨ne in der Regel aus Glasschalen durch das Reiben mit angefeuchteten Fingern
erzeugt. Die Tonho¨he ha¨ngt von Durchmesser und Dicke der jeweiligen Schale ab. La¨sst man die
14 Audiodatei zur Frequenzanalyse: Klangarchiv von Ole Schmidt, Frankfurt am Main.
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Abha¨ngigkeit von der Dicke beiseite, dann entsteht eine zunehmende Tonho¨he durch Verkleinerung
des Schalendurchmessers15.
Fu¨r die Samples wurde eine Dauer von 1/4 Sekunde gewa¨hlt.
15 Es ist nachvollziehbar, dass durch den kleineren Durchmesser der Schale zu dem ho¨heren Ton der Schwinguns-
spielraum des Kristallgitters im Glas eingeschra¨nkt ist. Daher kann beispielsweise keine Schwingung mit der
halben Wellenla¨nge fu¨r die Frequenz zur Oktav (etwa 1200 Hz) entstehen. In der Graphik der Abbildung 12
besta¨tigt die sehr geringe Amplitude zu der Frequenz 880 Hz dieses Pha¨nomen.
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Anhang 1: Verbesserung der Frequenzberechnungen zur Fouriertransformation
Die bestimmenden Gro¨ßen eines Audiosamples sind: Samplerate sr, Anzahl der in dem Sample
enthaltenen Zahlen oder Samplela¨nge N, Nummer k der einzelnen Frequenzkomponente (mit ih-
rer Amplitude vk, vergl. Seite 9) und die hierzu geho¨rige Frequenz fk. Fu¨r den Zusammenhang
zwischen diesen Gro¨ßen la¨sst sich im Hinblick auf die Ergebnisse einer Frequenzanalyse folgende
Gleichung herleiten:
fk =
sr
N
· k (15)
Aus dieser Formel kann man entnehmen, dass fu¨r den Fall einer Sampledauer von einer Sekunde,
das heißt N = sr, der Bruch sich zu dem Wert 1 ku¨rzt. Hiernach sind dann die Frequenzen fk
exakt identisch mit den Indizes k der Fourierkoeffizienten. Beispielsweise gibt so v440 die Amplitude
zu dem Kammerton a mit der Frequenz von 440 Hz in dem Audiosignal wieder. Durch diesen
Zusammenhang ist somit die Genauigkeit der Frequenzergebnisse auf die Werte der ganzen Zahlen
festgelegt.
Bei einer Samplela¨nge von beispielsweise N = 2 · sr wird fk = k/2. Fu¨r k = 2, 4, 6, ... liefert die
Frequenzanalyse die Amplituden zu den ganzzahligen Frequenz f1, f2, f3, ... . Fu¨r k = 1, 3, 5, ...
werden die Amplituden zu den Frequenz f1/2, f3/2, f5/2, ... in dem Sample ausgewiesen. Analog
lassen sich die Ergebnisse bei anderen ganzzahligen Vielfachen N = m · sr, m = 3, 4, 5, ... inter-
pretieren.
Die Folgerung aus einem ku¨rzeren Sample soll am Beispiel der Sampledauer von 1/10 Sekunde
dargelegt werden, d.h. N = sr/10. Somit wird nach (15) fk = 10 · k. Das bedeutet, dass die
Ergebnisse der Frequenzanalyse nur Aussagen u¨ber diejenigen Frequenzen in dem Audiosample
machen, deren Zahlen Vielfache von 10 sind. Entsprechendes la¨sst sich bei einer Sampledauer von
1/2 Sekunde mit fk = 2 · k folgern. Das trifft beispielsweise fu¨r die Tabellen zu den Abbildungen
6 und 7, Seite 13 und 14, zu mit den geradzahligen Frequenzergebnissen. Entsprechend sind in
den Tabellen der Abbildung 10, Seite 17 die Vielfachen von 5 zu erkennen bei einer Sounddauer
von 1/5 Sekunden, das bedeutet sr/N = 5 und fk = 5 · k (mit der Ausnahme des Musikbeispiels
“Oboe”).
Die Frequenzspru¨nge in der unteren Graphik der Abbildung 8, Seite 15 ergeben sich aus den
La¨ngen der Untersamples von 1/20 Sekunden, das bedeutet sr/N = 20 und fk = 20 · k. Falls aus
einem Sample pra¨zisere Frequenzinformationen gewonnen werden sollen, la¨sst sich das mit einer
einfachen Manipulation der Inputdaten erreichen. Durch Verla¨ngerung des Samples mit Nullen
beispielsweise auf eine La¨nge von 100 · N ergeben sich entsprechend 100 ·N Amplitudenwerte
zu dem verla¨ngerten Sample mit demselben Audioverlauf. Dieser Vorgang tra¨gt die Bezeichnung
“Zero -Padding”16. Damit wird im Fall der urspru¨nglichen Sampledauer von einer Sekunde die
Genauigkeit der Frequenzanalyse auf zwei Nachkommastellen verbessert17. Diese Ergebnisse der
“erweiterten Fouriertransformation” (oder auch “erweiterte Frequenzanalyse”) lassen sich ent-
sprechend auf andere Zahlenbeispiele u¨bertragen. Der Faktor bei N wird als Erweiterungsfaktor
bezeichnet.
16 vergl. im Internet unter “Zero -Padding DFT”
17 Es la¨sst sich zeigen, dass die Amplitudenwerte zu den zusa¨tzlichen Frequenzen durch sogenannte “trigono-
metrische Interpolation” entstehen. Vergl. hierzu Bruno Klingen “Fouriertransformation fu¨r Ingenieur- und
Naturwissenschaften”, Springer Verlag 2001, Seite 271
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Beispiel 8 Es wurde mit einem Tongenerator der Firma NCH Software ein Audiosample zur
Frequenz des eingestrichenen e erzeugt und in eine wav-Datei u¨berfu¨hrt. Mit (3) ergibt sich die
Frequenz f1,5 = 329.63 (vergl. Tabelle 2 Ton 5 als Na¨herungswert zu f1,5).
Die Ergebnisse der erweiterten Frequenzanalyse lassen sich aus der folgenden Tabelle 3 entneh-
men. Die Zahlenwerte in der Kopfzeile geben die Erweiterungsfaktoren an.
Sampledauer 1 10 100 1000
1 s 330.00 329.60 329.63
0.2 s 330.00 329.50 329.65 329.63
0.1 s 330.00 330.00 329.60 329.65
Tabelle 3: erweiterte Frequenzanalyse bei Tongeneratorauswertung
In dieser Tabelle erha¨lt man beispielsweise den Wert 330.00 Hz zu der Sampledauer von 0.1
Sekunden bei dem Erweiterungsfaktor 1 mit (15) dadurch, dass hier der Bruch in der Formel den
Wert 10 annimmt. Das bedeutet, dass die Werte der Fouriertransformation als Ergebnisse nur
Frequenzen als Vielfache der Zahl 10 wiedergeben ko¨nnen. Damit wird zu der Frequenz f1,5 =
329.63 Hz der gerundete Wert 330.00 Hz geliefert.
Beispiel 9 Durch Anwendung von Zero -Padding bei den Fourierkoeffizienten im Frequenzbereich
und anschließender inverser Fouriertransformation (vergl. Fußnote Seite 9) la¨sst sich ein Audio-
sample gezielt vera¨ndern. Die Folge hiervon ist eine Zeitdehnung des Samples.
In diesem Beispiel soll u¨ber den Chorsatz “Abendlied” von Josef Rhein-
berger eine Schwachstelle von Laiencho¨ren aufgezeigt werden: Das Pro-
blem des pra¨zisen gleichzeitigen Einsatzes aller Sa¨ngerinnen und Sa¨nger.
In der folgenden Abbildung 14 sind links (Farbe blau) die Ergebnisse des
Universita¨tschores Mu¨nchen aus dem Jahr 2010 wiedergegebena. Rechts
(Farbe rot) befinden sich die des Chores “The Cambridge Singers”b.
a www.youtube.com/watch?v=dqzRWGhgGuI
b www.youtube.com/watch?v=6NpGibPW-7w
Die Abbildung 14 gibt aus dem “Abendlied” ein Sample mit etwa 13000 Zahlen graphisch
wieder; das entspricht einer Audiodauer von ungefa¨hr 1/3 Sekunde. Damit kann der Verlauf des
Choreinsatzes in den linken Graphiken der Abbildung 14 nicht durch ein Crescendo entstanden
sein.
Unter Anwendung von Zero -Padding wurden diese Samples auf die achtfache La¨nge erweitert,
wiedergegeben durch die beiden unteren Darstellungen der Abbildung.
Nach den Graphiken links mit dem Universita¨tschor Mu¨nchen (Farbe blau) verla¨uft der Chorein-
satz u¨ber die gesamte Zeit des Audiosamples von 1/3 Sekunde. Aus den graphischen Darstellungen
rechts la¨sst sich ablesen, dass in diesem Sample der Chor angena¨hert zwischen den Abtaststellen
50000 und 60000 eingesetzt hat. Die Differenz entspricht in dem Audioausschnitt einer Zeit von
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Abbildung 14: Beispiele zur Zeitdehnung von Audiosamples
10000 / 8 / Sampelrate = 0.03 = 30 Millisekunden, also etwa 1/10 der Dauer des Einsatzes mit
dem Universita¨tschor.
Anhang 2: mp3 -Kompression von Audiodateien
Es liegt nahe, mit Hilfe der Frequenzanalyse die Datenkompression in mp3 -Dateien auf Qua-
lita¨tsverluste zu u¨berpru¨fen. Hierzu wurde aus Messiah die Nummer 42, “Hallelujah” (vergl No-
tenblatt Seite 30), untersucht. Die Abbildung 15 besta¨tigt die Erwartung, dass es sich um ein
vielfa¨ltiges Frequenzspektrum handelt.
Ausgang war eine Messiah-CD mit der “Academy of St. Martin in the Fields” unter Neville Mar-
riner. Durch die Anwendung des Programms “Audiograbber” wurde von der CD zu der Nummer
42 sowohl eine wav-Datei als auch eine mp3-Datei erzeugt. Das Ergebnis der Frequenzanalyse zur
wav-Datei ist in der Abbildung 15 mit der Farbe blau dargestellt. Die mp3-Datei wurde mit Hilfe
des Programms “Audacity” ebenfalls in eine wav-Datei u¨berfu¨hrt, dargestellt mit der Graphik der
Frequenzanalyse in roter Farbe. Die Differenz dieser beiden Resultate von Frequenzanalysen zeigt
die Abbildung in der Farbe magenta.
Aus diesem Beispiel la¨sst sich entnehmen, dass die mp3-Kompression die Qualita¨t eines Audio-
samples nur unerheblich vera¨ndert. Dieser Befund wird durch die Aussage eines Tontechnikers mit
langja¨hriger Ho¨rerfahrung besta¨tigt. Er kann einen Unterschied zwischen einem CD- und einem
mp3-Klang ho¨chstens dann erkennen, wenn er beide Sounds direkt nacheinander vergleicht.
Anhang 3: Quintenstimmung
Die Quintenstimmung war bis zum Aufkommen der elektronischen Hilfsmittel das vorherrschen-
de Verfahren zur Stimmung von Tasteninstrumenten. Dieser Stimmungsmethode kommt zugute,
dass man mit einigem Training ein Quintenintervall mit der ho¨rbaren Schwebung auf die unten
angegebene Schwebungszahl genau stimmen kann. Ein zentraler Begriff der Quintenstimmung ist
das “pythagora¨ische Komma”18.
18 Die Informationen zur Urheberschaft des pythagora¨ischen Kommas sind uneinheitlich. In dem Artikel bei Wiki-
pedia zu Pythagoras von Samos (etwa 570 bis 495 v. Chr.) wird sie zwar nicht ausgeschlossen, aber bezweifelt. In
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Abbildung 15: Messiah “Hallelujah” vor und nach U¨bergang mp3 zu wav
Die anschauliche Form der Quintenstimmung liefert - vom Ton der Stimmgabel a1 ausgehend -
der Quintenzirkel in Abbildung 16. Es wird zuerst mit sechs aufsteigenden Quinten bis zum Ton
dis und dann mit sechs absteigenden Quinten bis zum Ton b gestimmt (der Ton es kommt in
diesem Zusammenhang nicht vor).
Abbildung 16: Quintenzirkel
Die Frequenzen zu den Quinten erha¨lt man aus der folgenden Formel. Hierin wird fu¨r j die
Quintennummer eingesetzt, die im Quintenzirkel der Abbildung 16 dem jeweiligen Tonnamen
zugeordnet ist:
dem Wikipedia-Artikel zum pythagoreischen Komma heißt es “Als erster definierte der Pythagoreer Philolaos
das pythagoreische Komma” (Philolaos von Korinth etwa 470 bis 399 v. Chr.).
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fQuinte, j = 440 · 1.5
j
2nj
Der Exponent nj im Nenner der Formel ergibt sich dadurch, dass das Rechenergebnis durch
Oktavieren im Bereich der eingestrichenen Oktav liegen soll.
Das enharmonische Tonpaar (es,dis) zu den Grenzfa¨llen j = 6 und j = −6 fu¨hrt auf
440 · 1.5
6
24
= 313.242 = f1,4 + 11.73 Cent
(Potenzregel s−t = 1/st:)
440 · 2
3
1.56
= 309.026 = f1,4 − 11.73 Cent
Die Differenz von 23.46 Cent ist das “pythagora¨isches Komma” - immerhin fast 1/8 Ton. Bei den
Frequenzen betra¨gt die Abweichung im eingestrichenen Oktavbereich 4.22 Hz. Diese Differenz er-
gibt auf die zwo¨lf Quintento¨ne verteilt etwa 0.35 Hz als Schwebung je Halbton. Diese musste fru¨her
beim Stimmen von Tasteninstrumenten zu jedem Ton beachtet werden, um eine gleichtemperierte
Stimmung zu erreichen.
Von Interesse bei der Quintenstimmung ist die rechnerische Ermittlung der Frequenz-
abweichungen bei Intervallen und Dreikla¨ngen (hier werden nur Dur-Dreikla¨nge behandelt). Grund-
legend hierzu ist der Wert der Quintabweichung gegenu¨ber der gleichtemperierten Stimmung nach
der folgenden Tabelle 4. Die Centabweichung von 330.00 Hz zu der gleichtemperierten Frequenz
la¨sst sich nach dem Schemaverfahren wie etwa in Beispiel 2, Seite 7, ermitteln.
gleich- Quinten Cent-
temperiert stimmung abweichung
e 329.63 330.00 1.96
a 440.00 440.00 0.00
gesamt 1.96
Tabelle 4: Centabweichung der Quinte a-e
Als Formel gilt fu¨r die Differenz
CentQuint = 12 · 100 · log2
(
1.5
27/12
)
= 100 · (12 · log2 (1.5)− 7) = 1.955 ≈ 2.0
Der Bruch im Argument zu log2 wird durch die Relation des Quintenfaktors 1.5 zu der Potenz
der gleichtemperierten Quinte (vergl. (5) Seite 5) gebildet.
Auf dem Wert CentQuint = 2 Cent basieren alle Intervallabweichungen zweier To¨ne. Zur Er-
mittlung dieser Abweichungen geht man vom Grundton zum Intervallton u¨ber die Schritte des
Quintenzirkels (und zwar nicht den Weg mit U¨berschreitung der (es,dis)-Grenze). Die Anzahl der
Schritte fu¨hrt dann durch die Multiplikation mit CentQuint auf die Intervallabweichung. Die kleine
Terz ergibt beispielsweise eine Abweichung von 6 Cent, zu der großen Terz geho¨ren 8 Cent.
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Aus der Richtung der Schritte - linksdrehend, rechtsdrehend - folgert das Vorzeichen zu dem
Abweichungswert. Auf diese Art lassen sich auch die Abweichungen der Intervalle eines Dreiklangs
bestimmen.
Mit Blick auf den Quintenzirkel wird ein Dreiklang bei dem Grundton (Beispiel Ton d) gestartet
und um vier Quinten zur großen Terz (hier fis) gefu¨hrt. Dann geht es zuru¨ck um drei Quinten zur
kleinen Terz (hier a). Das ergibt dann zwangsla¨ufig die Quinte zum Grundton.
Die berechneten Differenzen zwischen den Frequenzen durch Quinten- und gleichtemperierter
Stimmung ergeben, dass hinsichtlich der Reinheit von Dreikla¨ngen drei Gruppen gebildet werden
ko¨nnen. Mit zunehmender Unreinheit enthalten diese Gruppen die Dreikla¨nge:
1.: c, d, e, f, g, a, b, h
2.: cis, fis, gis
3.: dis
Innerhalb dieser Gruppen stimmen die Dreiklangabweichungen wegen der identischen Quinten-
schritte pra¨zise u¨berein. Daher genu¨gt es, jeweils ein Beispiel mit den Berechnungsergebnissen
vorzustellen. Die dabei resultierenden Zahlenwerte lassen sich an den Dreikla¨ngen der folgenden
Abbildung 17 nachvollziehen. Die Summe der Terzabweichungen fu¨hrt jeweils auf den Quintenwert.
Der Abweichungswert von 22 Cent bei der Quinte zum dis-Dreiklang resultiert aus der gro¨ßt-
mo¨glichen Zahl von elf Quinten-Schritten.
Abbildung 17: Centabweichungen bei typischen Dreikla¨ngen
26
Texte zu den Sa¨tzen der Musikbeispiele
1. Zu Beispiel 5, Abbildung 6 Seite 13:
2. Zu Beispiel 6, Abbildung 7 Seite 14:
3. Zu Abbildung 11 Seite 18:
4. Zu Beispiel 9, Abbildung Seite 22: Abendlied nach Lukas 24:29
Bleib bei uns, denn es will Abend werden, und der Tag hat sich geneiget.
5. Zu Abbildung 15 Seite 24: Schlussakkord
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Anhang 4: Notenbla¨tter
Abbildung 18: Messiah: “He was despised”
www.youtube.com/watch?v=1tC23A55eSU
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Abbildung 19: Messiah: “Comfort ye”
www.youtube.com/watch?v=iaIf44hNex0
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Abbildung 20: Messiah: “Since by man”
www.youtube.com/watch?v=jAYA4ZG0jnU
Abbildung 21: Messiah : “Hallelujah”
www.youtube.com/watch?v=DUC U7IPhj8
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Abbildung 22: Rheinberger : “Abendlied”
www.youtube.com/watch?v=6NpGibPW-7w
Mit freundlicher Genehmigung der Stretta Music GmbH
31
Index
Abtastrate, 9, 10, 13
Amplitude, 9, 13, 18
Amplitudenspektrum, 10
Audiosample, 9–13, 21–23
Cent, 5, 7, 8, 25, 26
Erweiterungsfaktor, 21
Fourierkoeffizient, 9, 11, 12
Fouriertransformation, 9, 21, 22
Frequenzanalyse, 9, 12–16, 18, 19, 21, 23
Frequenzkomponenten, 9, 11, 12
Frequenzspektrum, 16, 17, 23
Glasharmonika, 19
gleichtemperiert, 3, 5, 25
Perioden, 10–12, 19
pythagora¨isches Komma, 23, 25
Sample, 9, 10, 15, 16
Sampledauer, 13, 19–22
Samplela¨nge, 15, 19, 21
Samplerate, 9, 10, 21, 23
Stimmgabel, 15, 24
trigonometrische Interpolation, 14, 21
Vibrato, 14, 15, 18
Viertelton, 5, 8, 14
Vierteltonfaktor, 5, 8
wav-Datei, 9, 22, 23
Zero -Padding, 21, 22
32
